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Avant-propos
Le me´moire qui suit est constitue´ de cinq chapitres, chacun e´tant une introduction
(en franc¸ais) a` quelques uns des articles e´crits entre ma the`se et maintenant.
Les trois premiers chapitres, qui constituent le coeur de ce me´moire, rele`vent de
la the´orie ge´ome´trique des groupes, et plus pre´cise´ment de la ge´ome´trie a` grande
e´chelle des groupes, notamment des groupes de Lie (chapitres 1 et 2) et des groupes
hyperboliques localement compacts (chapitre 3).
Le quatrie`me chapitre rele`ve de la the´orie des groupes via leurs repre´sentations
unitaires et actions isome´triques sur des espaces de Hilbert.
Enfin le cinquie`me chapitre rele`ve plus de la the´orie “structurelle” des groupes,
en e´tudiant, pour un groupe donne´ (discret ou localement compact), l’espace de ses
sous-groupes ferme´s (ou sous-groupes distingue´s ferme´s).
Je remercie les rapporteurs de leur relecture, ainsi que tous les membres du
jury pour avoir accepte´ d’y participer. Je remercie tous les collaborateurs et autres
colle`gues avec qui j’ai eu l’occasion de discuter et d’e´changer. Depuis mon entre´e au
CNRS en octobre 2006, j’ai passe´ un peu plus de 4 ans a` l’IRMAR a` Rennes, et main-
tenant 3 ans au LMO a` Orsay. Je remercie chaleureusement ces laboratoires pour leur
accueil.
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Chapitre 1
Coˆnes asymptotiques de groupes
Ce chapitre est une synthe`se des articles suivants
• [1] Dimension of asymptotic cones of Lie groups, J. Topology, 19 pages (2008),
• [2] Asymptotic cones of Lie groups and cone equivalences, Illinois J. Maths, 23
pages (2011),
et quelques corolaires ine´dits.
Les articles [1, 2] forment un ensemble qui aurait pu constituer un seul article : en
effet une partie de [2] permet d’apporter un e´clairage conceptuel au principal point
technique de [1]. En re´sume´, l’article [2] introduit les notions de fonction (entre es-
paces me´triques) coˆne-de´finie et coˆne-lipschitzienne ; voir e´galement plus bas. Cette
notion est plus ge´ne´rale que celle de fonction lipschitzienne a` grande e´chelle, et ap-
paraˆıt naturellement dans le contexte des groupes de Lie et de l’e´tude de leurs coˆnes
asymptotiques.
On rappelle que si ω est un ultrafiltre non principal sur l’ensemble des entiers
et si X est un espace me´trique, on note Precone(X) l’ensemble des suites dans X a`
croissance au plus line´aire ((xn) telle que d(x0, xn) = O(n)) ; on le munit de la pseudo-
distance dω((xn), (yn)) = limω d(xn, yn))/n et Coneω(X) est l’espace me´trique obtenu
en identifiant dans (Precone(X), dω) les points a` distance nulle, on l’appelle coˆne
asymptotique de X (par rapport a` l’ultrafiltre ω) ; l’image de la suite (xn) y est note´e
(xn)
ω.
Cette notion tre`s ge´ne´rale est due a` Van der Dries et Wilkie [DW84] et permet-
tait de placer dans un cadre ge´ne´ral du point de vue de la the´orie des mode`les une
de´finition beaucoup plus restrictive (convergence de Gromov-Hausdorff) introduite
par Gromov [Gro81] pour caracte´riser les groupes a` croissance polynomiale. Cela a
apporte´ un e´clairage important dans le cas Gromov-hyperbolique, ou` les coˆnes asymp-
totiques sont des arbres re´els (Gromov, Paulin, Kapovich-Leeb). Pour des groupes plus
ge´ne´raux, c’est Gromov lui-meˆme qui a de´montre´ la pertinence des coˆnes asympto-
tiques (hors convergence Gromov-Hausdorff et cas hyperbolique) en ge´ome´trie, dans
son livre fondateur [Gro93], qui a engendre´ de nombreux travaux sur la ge´ome´trie des
groupes, au premier plan desquels figurent les travaux de Drutu, Kleiner, Leeb, etc.
Un des inte´reˆts de cette notion est qu’il s’agit d’un invariant topologique (et meˆme
me´trique a` home´omorphisme bilipschitzien pre`s) de la classe de quasi-isome´trie de G.
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Un des points du propos de Gromov dans [Gro93] e´tait que bien que les coˆnes
asymptotiques des groupes a` croissance non polynomiale paraissent a` premie`re vue
“e´normes” (non localement compacts, non se´parables. . .), ils sont, dans beaucoup
de cas, tre`s raisonnables (par exemple, de dimension topologique finie). Ainsi, dans
le cas des groupes de Lie semi-simples, ils ont une structure d’immeuble affine, et
la dimension du coˆne asymptotique est alors e´gale au rang re´el du groupe. Dans le
cas ge´ne´ral des groupes de Lie connexes, le calcul de cette dimension est le re´sultat
principal de [1].
The´ore`me 1.1. Soit G un groupe de Lie connexe (muni d’une me´trique rieman-
nienne invariante a` gauche). Alors la dimension topologique du coˆne asymptotique
de G est un nombre entier explicite, qui, lorsque G est un groupe de Lie re´soluble
simplement connexe, est e´gal a` la codimension du radical exponentiel de G.
Ici, le radical exponentiel Exp(G) de G (introduit discre`tement par Guivarc’h puis
rede´couvert par Osin) est l’ensemble des e´le´ments exponentiellement distordus de G,
de sorte que sa codimension est e´gale a` la dimension de G/Exp(G), qui est le plus
gros quotient de G a` croissance polynomiale.
Dans le cas ge´ne´ral, la formule [1, Corollary 1.6] fait intervenir trois contributions :
le rang de la partie semi-simple, le rang du centre (discret) de la partie semi-simple,
et un troisie`me terme qui donne la contribution du radical. Cependant, le cas ge´ne´ral
se rame`ne au cas re´soluble, et meˆme au cas re´soluble triangulable, en vertu du lemme
ci-dessous.
De´finition 1.2. On appelle groupe de Lie triangulable un groupe de Lie isomorphe
a` un sous-groupe connexe ferme´ de matrices re´elles triangulaires supe´rieures, ou de
manie`re e´quivalente, dont la repre´sentation adjointe est triangulable sur R.
Lemme 1.3. Soit G un groupe de Lie connexe. Alors il existe des morphismes conti-
nus de groupes localement compacts G ←֓ G1 ։ G2 →֒ G3 ←֓ G4, ou` G4 est un groupe
de Lie triangulable, ou` les fle`ches →֒ sont des inclusions cocompactes et la fle`che ։
est le quotient par un sous-groupe compact distingue´.
Ainsi, les fle`ches ci-dessus sont des quasi-isome´tries et induisent donc des home´o-
morphismes bilipschitziens entre les coˆnes asymptotiques. La preuve (constructive) de
ce lemme, qui rame`ne tout le proble`me difficile de la classification a` quasi-isome´trie
pre`s des groupes de Lie aux groupes de Lie connexes a` ceux qui sont triangulables,
est disperse´e (maladroitement) dans [1] (Lemma 6.7 et 2.4).
Concentrons-nous maintenant sur le cas d’un groupe de Lie triangulable G, de
radical exponentiel E. Muni de la distance dG induite par G, le coˆne asymptotique de
E est de dimension 0. Un argument topologique duˆ a` Gromov [Gro93], et pre´cise´ par
Burillo [Bur99] ainsi que dans [1] permet alors de majorer la dimension topologique de
Coneω(G) par celle de Coneω(G/E), qui est connue pour eˆtre e´gale a` dim(G/E) graˆce
au travail de Pansu [Pan83] : on peut voir en effet Cone(E, dG) comme la fibre de
la projection canonique Coneω(G)→ Coneω(G/E) (qui n’est pas un fibre´ localement
trivial !).
La difficulte´ est de de´montrer que la dimension topologique de Coneω(G) est
supe´rieure ou e´gale a` dim(G/E). Dans les cas les plus simples (par exemple si E est
abe´lien), on a une de´composition en produit semi-direct G = E ⋊ N , de sorte que
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Coneω(G) contienne une copie isome´trique de Coneω(N), qui est de dimension N .
En ge´ne´ral, il n’existe pas de telle de´composition semi-directe ; des contre-exemples
apparaissent dans [1] (le plus petit contre-exemple a dim(G) = 5 et dim(G/E) =
2). Le travail dans [1] consiste alors a` fabriquer explicitement un plongement de
Coneω(G/E) dans Coneω(G). Le point de vue de [2] permettant de montrer un re´sultat
plus pre´cis, j’adapte partir de maintenant ce point de vue.
Il est connu depuis le de´part que toute application lipschitzienne a` grande e´chelle
(i.e. satisfaisant une ine´galite´ du type d(f(x), f(y)) ≤ Cd(x, y) + C ′ induit (fonc-
toriellement) une application lipschitzienne (avec la meˆme constante C) entre coˆnes
asymptotiques : en effet, l’application entre suites (xn) 7→ (f(xn)) envoie pre´cone sur
pre´cone et est compatible avec la relation d’e´quivalence de´finissant le coˆne. Or [2]
part de l’observation qu’on peut de´finir avec la meˆme formule une fonction entre les
coˆnes, sous une hypothe`se plus faible sur f ; par exemple, une fonction a` croissance
sous-line´aire induit une fonction constante.
De´finition 1.4 ([2]). Soient X1,X2 des espaces me´triques et f : X1 → X2 une
fonction. On dit que
• f est coˆne-de´finie si |f(x)| = O(|x|) et (d(x, y) + 1)/(|x| + |y|) tend vers ze´ro
implique d(f(x), f(y))/(|x| + |y|) tend vers ze´ro.
• f est coˆne-c-lipschitzienne si d(f(x), f(y)) ≤ cd(x, y) + o(|x|+ |y|)
Ici | · | de´signe la distance a` un point-base (dont le choix est sans importance) et
o(|x| + |y|) signifie un terme ≤ q(|x| + |y|) ou` q : R+ → R+ est une fonction borne´e
et tendant vers 0 a` l’infini.
Dans [2], on montre que la condition coˆne-de´finie est la condition optimale pour
pouvoir de´finir pour tout ultrafiltre ω, la fonction Coneω(X1) → Coneω(X2) par
(xn)
ω 7→ (f(xn))
ω. On ve´rifie de plus qu’alors cette fonction est automatiquement
continue, et, en outre, qu’elle est c-lipschitzienne pour tout ω si et seulement si f est
coˆne-c-lipschitzienne.
Cela permet de de´finir deux cate´gories, dont les objets sont les espaces me´triques
et les fle`ches sont les fonctions coˆne-de´finies (resp. coˆne-lipschitzienne) modulo coˆne-
e´quivalence (f ∼ f ′ si d(f(x), f ′(x)) = o(|x|)). Les fonctions induisant des isomor-
phismes de cette cate´gorie sont appele´es coˆne-e´quivalences, resp. coˆne-bilipschitz-
e´quivalences. Elles induisent donc des home´omorphismes (resp. home´omorphismes
bilipschitziens) entre coˆnes asymptotiques. Le Theorem 1.2 de [2] (qui conceptualise
l’argument de [1]) peut s’exprimer (de fac¸on le´ge`rement impre´cise) comme ceci :
The´ore`me 1.5. Soit G un groupe de Lie triangulable, E son radical exponentiel, et
N = G/E. Alors on peut associer a` G, de fac¸on naturelle, un produit semi-direct
G′ = E⋊N dont E est le radical exponentiel, muni d’une coˆne-bilipschitz-e´quivalence
G → G′, et tel que l’action de N sur E est R-diagonalisable (en particulier [N,N ]
est central dans G′).
La construction est naturelle et fait que l’action de N sur E est, intuitivement, la
partie diagonale de l’action de G/N sur E . . . a` ceci pre`s que cette action de G/N sur
E n’existe pas (sauf si E est abe´lien) ! plus pre´cise´ment, la partie diagonale de l’action
de G sur E factorise par N , et c’est cette dernie`re qui permet de de´finir le groupe G′.
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En pratique, on de´finit G′ en modifiant la loi de G, si bien que la coˆne-e´quivalence du
the´ore`me est l’application identite´ entre G et G muni d’une loi modifie´e.
Le the´ore`me 1.5 rame`ne donc le calcul de la dimension du coˆne asymptotique
d’un groupe de Lie triangulable au cas ou` le radical exponentiel est scinde´ et on a
mentionne´ plus haut que dans ce cas, la borne infe´rieure sur la dimension du coˆne
asympotique se rame`ne au cas nilpotent duˆ a` Pansu.
Par un re´sultat de Pauls [Pau01], un groupe de Lie connexe nilpotent non abe´lien
n’admet aucun plongement bilipschitzien dans un espace me´trique CAT(0) (CAT(0)
est une forme me´trique de la condition d’eˆtre a` courbure ne´gative ou nulle). La
construction dans le coˆne asymptotique de G d’une copie bilipschitzienne du coˆne
de G/E permet de montrer le re´sultat suivant (qui n’invoque pas, dans son e´nonce´,
les coˆnes asymptotiques !).
The´ore`me 1.6 ([1, Theorem 1.10]). Soit G un groupe de Lie triangulable et E son
radical exponentiel. E´quivalences :
(i) G se plonge quasi-isome´triquement dans un espace CAT(0) ;
(ii) G/E est abe´lien.
La partie positive ((ii)⇒(i)) de ce re´sultat fonctionne comme ceci : on conside`re un
plongement de G comme sous-groupe ferme´ de SLd(R), et on conside`re le plongement
diagonal G →֒ SLd(R)×(G/E). Alors ce plongement est quasi-isome´trique. Le groupe
de droite agit naturellement sur un espace syme´trique a` courbure ne´gative ou nulle (le
produit riemannien de l’espace syme´trique de SLd(R) par l’espace euclidien G/E), et
l’action de G sur ce dernier de´finit le plongement de´sire´ en conside´rant une application
orbitale.
Une variante de l’argument, base´ sur les meˆmes calculs, montre la chose suivante :
Lemme 1.7. On conside`re un groupe de Lie triangulable G′ = E ⋊ N de radical
exponentiel E, tel que l’action de N sur l’alge`bre de Lie de E est R-diagonalisable
(comme dans la conclusion du the´ore`me 1.5). E´tant donne´ un plongement de G/[N,N ]
comme sous-groupe ferme´ de SLd(R), le plongement diagonal G →֒ SLd(R) × G/E
est un plongement quasi-isome´trique.
On peut donc interpre´ter G comme un produit fibre´ de G/[N,N ] et N = G/E au
dessus de leur projections sur G/[G,G] = N/[N,N ], et ce en un sens me´trique. Ceci
implique une telle de´composition au niveau du coˆne asymptotique :
Corolaire 1.8. Soit G comme dans le lemme 1.7. Pour tout ω, le coˆne asymp-
totique Coneω(G) est naturellement le produit fibre´ des surjections lipschitziennes
Coneω(G/[N,N ])։ Coneω(G/[G,G]) et Coneω(G/E)։ Coneω(G/[G,G]).
L’inte´reˆt de ce corolaire est que les objets de´finissant ce produit fibre´ sont, en un
sens convenable, explicitables a` home´omorphisme bilipschitzien pre`s :
• Coneω(G/E) est un groupe de Lie nilpotent Carnot-graduable simplement conn-
exe muni d’une me´trique sous-riemannienne (de Carnot-Carathe´odory) [Pan83]
et la fonction vers Coneω(G/[G,G]) est sa projection canonique vers son abe´lia-
nise´ ;
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• si H = G/[N,N ], alors Coneω(H) peut s’interpre´ter comme H(Rω)/H(Aω), ou`
Rω est le corps de Robinson de R relatif a` ω : c’est l’ensemble des suites (xn) de
re´els a` croissance au plus exponentielle, modulo celles a` de´croissance surexpo-
nentielle relativement a` ω. C’est un corps value´ sur R, par le taux de croissance
exponentiel relativement a` ω, et Aω de´signe le sous-anneau des e´le´ments de va-
luation positive ou nulle. Le groupe H peut eˆtre vu comme pseudo-alge´brique
(i.e., de´fini a` l’inte´rieur d’un groupe alge´brique re´el triangulable L = DU comme
image re´ciproque d’un sous-espace vectoriel de D(R)), ce qui permet de de´finir
H(K) pour toute extension re´elle-close de R sur qui on peut de´finir l’exponen-
tiation d’un nombre positif par un nombre re´el. La distance sur H(R) (de´finie
a` e´quivalence quasi-isome´trique pre`s) induit une pseudo-distance sur H(Rω)
de´finie uniquement en termes de H et de la valuation de Rω, dont l’ensemble
des e´le´ments a` pseudo-distance nulle de l’identite´ est pre´cise´ment H(Aω). En
particulier, l’espace me´trique Coneω(H) ne de´pend, a` home´omorphisme bilip-
schitzien pre`s, que de H et du corps value´ Rω, c’est aussi le cas de l’application
vers l’abe´lianise´.
Or on sait (Thornton) que si (et seulement si) l’hypothe`se du continu est vraie,
alors le corps value´ Rω, a` isomorphisme de corps value´ pre`s, ne de´pend pas de ω. On
de´duit :
Corolaire 1.9. Soit G un groupe de Lie connexe. Si l’hypothe`se du continu est vraie,
alors modulo home´omorphisme bilipschitzien, l’espace me´trique Coneω(G) ne de´pend
pas de l’ultrafiltre non principal ω.
Ce re´sultat e´tait connu dans le cas ou` G est semi-simple [KSTT05], ou` il est e´tabli
que si G est absolument simple re´el alors re´ciproquement la ne´gation de l’hypothe`se
du continu implique l’existence de plusieurs (en fait 22
ℵ0 ) ultrafiltres donnant des
coˆnes asymptotiques non home´omorphes.
Spe´culation 1.10. Il est important d’interpre´ter cette re´ciproque de manie`re correcte.
Une interpre´tation errone´e mais re´pandue est de dire que la ge´ome´trie du groupe
de Lie de´pend du mode`le de ZFC dans lequel on se place (ce re´sultat e´tant mis
en paralle`le avec des re´sultats de de´pendance en ω pour certains groupes de type
fini comme dans [TV00], dont la ge´ome´trie varie explicitement avec l’e´chelle). Mon
interpre´tation est qu’en l’absence de l’hypothe`se du continu, ZFC est trop faible pour
montrer l’existence d’un home´omorphisme entre les coˆnes asymptotiques, bien qu’ils
aient les meˆmes proprie´te´s en un sens pre´cis mode`le-the´orique (voir [KSTT05, §5]),
mais que cependant le corolaire indique que les coˆnes ont ≪ la meˆme forme ≫. Il serait
inte´ressant de pre´ciser cela.
Terminons par un autre re´sultat de [1], dissimule´ dans [1, §9]. Dans certains
groupes de Lie connexes, on peut expliciter le coˆne asymptotique sans re´fe´rence au
corps de Robinson, ce qui donne un re´sultat d’inde´pendance (a` home´omorphisme bi-
lipschitzien pre`s) par rapport a` l’ultrafiltre sans re´fe´rence a` l’hypothe`se du continu.
C’est le cas
• dans le cas nilpotent de´ja` mentionne´ (Pansu [Pan83]) ;
• dans le cas hyperbolique : en effet, le coˆne asymptotique pour tout ultrafiltre
non principal est alors un arbre re´el complet ; de plus il est homoge`ne et, cas
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e´le´mentaire mis a` part, sa valence au point-base est 2ℵ0 (car le bord a 2ℵ0
e´le´ments) ; [MNO92, Theorem 3.5] implique alors que tout coˆne asymptotique
est isome´trique a` l’arbre re´el universel T = T2ℵ0 (de´fini a` isome´trie pre`s par le
fait d’eˆtre non vide, complet, et de valence 2ℵ0 en tout point. Ce re´sultat sera
rede´couvert par la suite dans [EP01].
Proposition 1.11. Soit G un groupe de Lie connexe abe´lien-par-nilpotent. Alors on
peut expliciter le coˆne asymptotique de G (a` home´omorphisme bilipschitzien pre`s), de
manie`re qui ne de´pend pas de l’ultrafiltre non principal.
Explicitation : (le lecteur peut commencer par regarder l’exemple 1.12). On proce`de
comme ceci : on peut supposer que G est triangulable (sinon on s’y rame`ne a` l’aide
du lemme 1.3). A` l’aide d’un sous-groupe de Cartan (au sens de Bourbaki), on peut
e´crire G = E ⋊ N avec E son radical exponentiel (qui est abe´lien), et N nilpotent.
On peut aussi supposer, graˆce au the´ore`me 1.5, que N , agit de fac¸on diagonalisable
sur E. On de´compose E en sous-espaces propres communs aux e´le´ments de N , ce qui
donne E =
⊕
Eα, ou` α parcourt les morphismes non nuls de N dans R, si bien que
Eα est l’ensemble des e´le´ments de E sur qui tout g ∈ N agit par multiplication par
eα(g). Soit W l’ensemble (fini) des α tel que Eα 6= 0, dit ensemble des poids. Pour
α ∈W , soit Gα = G/(Ker(α)
⊕
β 6=αEβ) ≃ Eα ⋊ (N/Ker(α)).
Commenc¸ons par e´tudier le cas N agit fide`lement sur E (en notant que cela n’est
pas le cas si N est non abe´lien !). Par un argument banal, le morphisme diagonal ι
de G dans
∏
αGα est alors un plongement quasi-isome´trique. Chaque Gα est hyper-
bolique non e´le´mentaire et donc son coˆne asymptotique est bilipschitz home´omorphe
a` une copie Tα de l’arbre re´el universel T, la projection pα de Gα vers R s’identi-
fie a` une fonction de Busemann bα (on note que la paire (Tα, bα) est isome´trique a`
(T, b)). Le morphisme ι induit une inclusion bilipschitzienne de Coneω(G) dans T
W .
Il faut caracte´riser son image : on remarque d’abord que pour toute relation line´aire∑
λαpα = 0 ve´rifie´e sur ι(G), l’image de Coneω(G) dans le produit T
W est incluse
dans le sous-ensemble de TW d’e´quation
∑
λαbα = 0. Une ve´rification e´le´mentaire
permet de ve´rifier qu’en fait l’image est pre´cise´ment constitue´e des e´le´ments (xα) tels
que les (bα(xα)) satisfont les meˆmes relations line´aires que celles satisfaites par les pα
en restriction a` ι(G). En conclusion, il existe un sous-espace vectoriel re´el V de RW
tel que le coˆne asymptotique Coneω(G) s’identifie a` l’ensemble des (xα)α∈W ∈ T
W
tel que
∑
λαb(xα) = 0 pour tout (λα)α∈W dans V .
Dans le cas ge´ne´ral, si M =
⋂
Ker(α) est le noyau de l’action (diagonalisable) de
N sur E, on voit G comme le produit fibre´ de G/M et N = G/E au-dessus de N/M .
Le coˆne asymptotique de G/M est de´crit comme ci-dessus comme sous-ensemble
dans un produit d’arbres re´els, et la projection de G/M vers N/M s’explicite comme
une combinaison line´aire des fonctions de Busemann bα. Celui de N est un groupe
de Lie nilpotent simplement connexe avec une me´trique de Carnot-Carathe´odory,
et la projection sur N/M est la projection sur un quotient de son abe´lianise´. Une
description explicite du coˆne asymptotique s’ensuit.
Remarquons que la description ci-dessus ne de´pend pas de la dimension (non nulle)
des Eα.
Exemple 1.12. Soit d ≥ 1 un entier fixe´. Soit Gd0 le groupe des matrices triangulaires
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supe´rieures de la forme

et1 0 · · · 0 x1
. . .
. . .
...
...
. . . 0
...
etd xd
1


, (t1, . . . , xd) ∈ R
2d.
Si V un sous-espace vectoriel de Rd, on s’inte´resse au sous-groupe GdV constitue´ de
celles de ces matrices qui satisfont
∑
λiti = 0 pour tout (λ1, . . . , λd) ∈ V , c’est-a`-dire
que (t1, . . . , td) est assujetti a` appartenir a` l’orthogonal V
⊥ de V . On suppose en outre
(*) que V ⊥ n’est contenu dans aucun des hyperplans (xi = 0), autrement dit que V
ne contient aucun des axes de base. Alors, en identifiant V ⊥ a` l’ensemble des matrice
diagonales de GdV et en notant U ≃ R
d l’ensemble des matrices unipotentes de G0,
on a GdV = U ⋊ V
⊥, et U est (graˆce a` (*)) le radical exponentiel de GdV . Alors, si T
est l’arbre re´el universel de valence 2ℵ0 et b une fonction de Busemann sur T, tout
coˆne asymptotique de GdV est bilipschitzien au sous-ensemble
TdV = {(y1, . . . , yd) ∈ T
d | (b(y1), . . . , b(yd)) ∈ V
⊥}.
La classe des groupes GdV est une classe-test tre`s naturelle pour la classification
quasi-isome´trique des groupes de Lie. De fac¸on ge´ne´rale, je conjecture que deux
groupes de Lie triangulables sont quasi-isome´triques si et seulement s’ils sont iso-
morphes. On montre aise´ment que GdV et G
d
V ′ sont isomorphes si et seulement si
d = d′ et V et V ′ sont dans la meˆme orbite pour l’action du groupe syme´trique Sd
sur la grassmannienne de Rd ; pour d ≥ 2 il existe de´ja` une infinite´ de telles orbites.
En ce qui concerne le coˆne asymptotique, les choses sont diffe´rentes : en effet,
pour tout t > 0, il existe une auto-similitude de T envoyant b sur tb. Une conse´quence
directe est que la classe modulo home´omorphisme bilipschitzien de TdV est constante
sous les orbites du groupe des matrices diagonales a` coefficients strictement positifs.
On voit ainsi que pour d ≤ 3, on n’a qu’un petit nombre fini de possibilite´s (notons
v = dim(V ⊥), qui est la dimension topologique du coˆne asymptotique). Notons D(d)
la droite de Rd engendre´e par (1, . . . , 1).
• v = 1 (d quelconque) et V ⊥ est la droite engendre´e par un vecteur a` coefficients
tous positifs (force´ment tous strictement positifs par (*)) ; TdV est alors un arbre
re´el ;
• v = 1 et V ⊥ est la droite engendre´e par un vecteur a` coefficients de signes non
constants. Alors TdV est bilipschitzien a`
T2D(2) = {(x, y) ∈ T
2 | b(x) + b(y) = 0},
qui est notamment le coˆne asymptotique de SOL, mais donc e´galement de beau-
coup d’autres groupes de dimension supe´rieure.
• d = v, T2V est le produit de d arbres re´els.
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• v = d − 1, V est engendre´ par une droite a` coefficients (strictement) positifs.
Alors TdV est bilipschitzien a`
TdD(d) =
{
(x1, . . . , xd) ∈ T
d
∣∣∣ d∑
i=1
b(xi) = 0
}
;
c’est la` le coˆne asymptotique de GdD(d) qui est un objet tre`s e´tudie´, son premier
groupe d’homotopie non nul est pre´cise´ment son πd−1 ;
• v = d− 1, V est engendre´ par une droite a` coefficients de signe non constants.
Si on note D(k, ℓ) la droite engendre´ par (1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) (avec k nombres
1 et ℓ nombres −1), alors pour un (k, ℓ) tel que k ≥ ℓ ≥ 1 et k + ℓ = d, on voit
que TdV est bilipschitzien a`
TdD(k,ℓ) =
{
(x1, . . . , xd) ∈ T
d
∣∣∣ k∑
i=1
b(xi) =
d∑
i=k+1
b(xi)
}
;
c’est le coˆne asymptotique de GdD(k,ℓ), qui admet une me´trique riemannienne
invariante a` courbure ne´gative ou nulle [AW76]. En particulier, ce coˆne asymp-
totique est bilipschitzien a` un espace me´trique CAT(0) et en particulier est
contractile.
(De fac¸on ge´ne´rale, notons que par [AW76], l’existence d’une me´trique rieman-
nienne invariante sur GdV a` courbure sectionnelle ne´gative ou nulle e´quivaut a` l’exis-
tence dans V ⊥ d’un vecteur a` coefficients tous strictement positifs.)
On voit que ces cas particuliers recouvrent tous les cas ou` v ∈ {1, d − 1, d} et en
particulier ou` d ≤ 3. En revanche, pour (d, v) = (4, 2), le groupe diagonal est de dimen-
sion 3 tandis que la 4-grassmanienne est de dimension 4, et les orbites “ge´ne´riques”
sont de dimension 1. Il serait tre`s inte´ressant de de´terminer si on obtient ainsi une
infinite´ de coˆnes asymptotiques non (bilipschitz) home´omorphes.
Mentionnons enfin un proble`me concernant les coˆnes de dimension 1 : il de´coule
du the´ore`me 1.1 que si G est un groupe de Lie triangulable (de´finition 1.2), la dimen-
sion de son coˆne asymptotique est 1 (pour un ou tout ultrafiltre non principal) si et
seulement s’il est un produit semi-direct N ⋊R, ou` N est un groupe de Lie nilpotent,
et l’action de R sur l’abe´lianise´ de N est sans point fixe non nul.
Pour de tels groupes, il serait inte´ressant de classifier les coˆne asymptotiques.
Si l’action de R sur N est contractante, alors il est, comme de´ja` mentionne´ plus
haut, isome´trique a` l’arbre re´el T, et ce pour tout choix de me´trique ge´ode´sique et
tout ultrafiltre non principal. Excluons ce cas maintenant. On peut ve´rifier qu’alors, le
coˆne asymptotique posse`de un groupe fondamental non de´nombrable et n’est pas semi-
localement simplement connexe. On peut se demander si alors, en toute ge´ne´ralite´,
ce coˆne est home´omorphe (ou bilipschitzien) au coˆne de SOL (qui est lui unique
a` home´omorphisme bilipschizien pre`s, par ce qui pre´ce`de). L’argument qui pre´ce`de
montre que c’est le cas si N a une de´composition en produit direct R-invariante avec
un facteur contracte´ et l’autre dilate´. Un exemple ou` c¸a ne s’applique pas est le produit
semi-direct H3 ⋊R, ou` l’action de R sur H3 est de´termine´e par la condition que le
quotient par le centre de H3 est isomorphe a` SOL : dans ce cas-la` de´ja`, on ne sait pas
si le coˆne asymptotique pour un ultrafiltre donne´ est home´omorphe a` Cone(SOL).
Chapitre 2
Fonction de Dehn
Ce chapitre concerne les articles suivants (tous en collaboration avec R. Tessera) :
• [3]Metabelian groups with quadratic Dehn function and Baumslag-Solitar groups.
Confluentes Math. 2010, 13 pages.
• [4] Dehn function and asymptotic cones of Abels’ group. J. of Topology 2013, 27
pages.
• [5] Geometric presentations of Lie groups and their Dehn functions. Pre´pub-
lication, 115 pages, 2013.
L’article [5] est l’aboutissement d’un projet e´tabli en 2006 : caracte´riser les groupes
de Lie connexes ayant une fonction de Dehn exponentielle. Les articles [3, 4] peuvent
eˆtre vus comme des articles satellites de [5], en e´tudiant des cas particuliers ; toutefois
ils ne sont pas supplante´s par [5], notamment parce que le fait d’e´tudier des cas
particuliers permet de travailler sur des corps locaux de caracte´ristique non nulle, et
beaucoup des corolaires qui sont obtenus dans [5] sont spe´cifiques a` la caracte´ristique
non nulle.
Un point nouveau de tous ces articles est la manie`re de de´finir la fonction de Dehn,
uniforme a` tous les groupes localement compacts compactement pre´sente´s : un groupe
localement compact est compactement pre´sente´ s’il posse`de une pre´sentation de la
forme 〈S | R〉, ou` pour un certain d, l’ensemble R ⊂ FS est l’ensemble des e´le´ments
de longueur ≤ d relativement a` la partie ge´ne´ratrice compacte S, dont l’image dans
G est triviale. Les e´le´ments de R sont appele´s relateurs, et les e´le´ments du noyau N
du morphisme FS → G sont appele´s relations ; par de´finition N est engendre´ comme
sous-groupe par l’ensemble Rconj des e´le´ments conjugue´s a` un e´le´ment de R. L’aire,
note´e aire(r) d’une relation r ∈ N est sa longueur relativement a` Rconj. La fonction
de Dehn de G (relative a` S et d) est de´finie par
δ(n) = sup{aire(r) | r ∈ N, |r|S ≤ n}.
Un argument de compacite´ montre que δ(n) <∞ pour tout n. La croissance asymp-
totique de δ ne de´pend pas du choix de (S, d), et est en fait un invariant de quasi-
isome´trie de G.
Cette fonction a e´te´ largement e´tudie´e pour G discret. Pour G groupe de Lie
simplement connexe, une fonction dite de remplissage riemannien a e´te´ introduit par
11
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ailleurs, et il est connu que pour tout re´seau cocompact Γ de G, la fonction de Dehn de
Γ est asymptotiquement e´quivalente a` la fonction de remplissage riemannienne de G.
Le langage ci-dessus permet de de´composer ce re´sultat en deux re´sultats plus naturels :
d’une part le fait que la fonction de remplissage riemannien de G et sa fonction
de Dehn soient asymptotiquement e´quivalentes (sans faire l’hypothe`se artificielle et
restrictive de l’existence d’un re´seau), et d’autre part le fait que G et tout re´seau
cocompact aient des fonctions de Dehn asymptotiquement e´quivalentes (car ils sont
quasi-isome´triques).
Ce langage permet e´galement de prouver des estimations de fonction de Dehn
pour des groupes alge´briques sur des corps localement compacts (les corps localement
compacts seront syste´matiquement suppose´s non discrets, par exemple, R, Qp, ou
Fp((t))) de manie`re inde´pendante du corps, ou du moins par des me´thodes ge´ne´rales,
meˆme si la conclusion de´pend du corps.
E´tant donne´ un corps localement compactK et V un espace vectoriel de dimension
finie surK, on dit qu’une action α : G→ GL(V ) d’un groupe surK estmonomodulaire
si pour tout g ∈ G, toutes les valeurs propres de α(g) (dans une extension convenable)
sont e´gales en valeur absolue, et que l’action est distale si toutes ces valeurs propres
ont une valeur absolue e´gale a` 1 pour tout g. Une action d’un groupe nilpotent sur
un espace vectoriel se de´compose toujours en une somme d’action monomodulaires
[5, §2], si bien que les hypothe`ses qui suivent ne sont pas spe´cialement restrictives.
On conside`re des espaces vectoriels V1, . . . , Vk de dimension finie non nulle sur des
corps localement compacts Ki. On conside`re un groupe abe´lien localement compact,
compactement engendre´ A (typiquement, A = Zd), avec des actions line´aires continues
sur chacun des Vi. On suppose que pour tout i, l’action est monomodulaire et non
distale. Soit
G =
(⊕
Vi
)
⋊A.
On de´finit A+i comme l’ensemble des e´le´ments de A qui agissent sur Vi avec des valeurs
propres de valeur absolue > 1. Par hypothe`se, Ai est donc non vide pour tout i. Soit
e´galement d la dimension sur R de Hom(A,R).
The´ore`me 2.1. E´tant donne´ G comme ci-dessus, on a
1. S’il existe i, j tel que A+i ∩A
+
j = ∅ et Ki et Kj sont non archime´diens, alors G
n’est pas compactement pre´sente´ ;
2. S’il existe i, j tel que A+i ∩ A
+
j = ∅ mais (1) ne s’applique pas, alors G est
compactement pre´sente´ de fonction de Dehn exponentielle.
3. Si pour tous i, j on a A+i ∩A
+
j 6= ∅, alors G a une fonction de Dehn line´aire si
d = 1 et quadratique si d ≥ 2.
Le re´sultat (3) est extrait de [3]. Remarquons que pour tout i il existe un mor-
phisme continu non nul φi : A → R tel que A
+
i = φ
−1
i (R
∗
+) ; ainsi la condition
A+i ∩A
+
j = ∅ revient a` dire que dans l’espace vectoriel Hom(A,R), le point 0 est dans
le segment reliant φi a` φj . Ainsi la condition A
+
i ∩A
+
j 6= ∅ est ge´ne´rique si d ≥ 2 mais
pas si d = 1.
Le re´sultat (1) est conse´quence de la version localement compacte du the´ore`me de
scindage de Bieri-Strebel [BS78] ; enfin (2) est prouve´ dans [5, §3.B] pour la majoration
et [5, Chap. 8] pour la minoration.
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En appliquant ce re´sultat dans un cas particulier (un produit semi-direct conve-
nable Fp((t))
3 ⋊ Z2) et en passant a` un re´seau cocompact, on en de´duit
Corolaire 2.2 ([3]). Le groupe de Baumslag Fp[t, t
−1, (t − 1)−1] ⋊(t,t−1) Z
2 a une
fonction de Dehn quadratique.
E´galement a` l’aide des nombres p-adiques, on obtient le corollaire suivant :
Corolaire 2.3 ([3]). Pour tout n ≥ 2, le groupe de Baumslag-Solitar BS(1, n) est
isomorphe a` un sous-groupe d’un groupe de pre´sentation finie a` fonction de Dehn
quadratique.
Cette question avait e´te´ pose´e dans [BORS02] et des re´sultats partiels (avec fonc-
tion de Dehn polynomiale, puis cubique, au lieu de quadratique) avaient e´te´ obtenus
dans [BORS02] et [AO02]. Ici, le groupe de pre´sentation finie obtenu est un produit
semi-direct convenable Z[1/n]3 ⋊ Z2.
Des re´sultats dans l’esprit du 2.1 s’obtiennent pour des groupes non me´tabe´liens.
Plus pre´cise´ment, conside´rons un produit semi-direct U ⋊ A, ou` A est toujours un
groupe localement compact abe´lien, et U posse`de une filtration {1} = U0 ⊂ U[1] ⊂
· · · ⊂ U[k] = U , ou` chaque Ui est un sous-groupe ferme´ A-invariant, et chaque
Ui = U[i]/U[i−1] est un Ki-espace vectoriel sur Ki muni d’une action continue mono-
modulaire non distale de A.
The´ore`me 2.4 ([5, §4.D]). Supposons de plus que tous les Ki sont de caracte´ristique
0. Supposons que pour tous i, j on a A+i ∩A
+
j 6= ∅. Alors G a une fonction de Dehn
line´aire si d = 1 et quadratique si d = 2.
L’hypothe`se de caracte´ristique 0 est certainement superflue mais quelques pre´li-
minaires alge´briques seraient ne´cessaires pour englober la caracte´ristique non nulle,
l’argument ge´ome´trique restant le meˆme que dans [5, §4.D] (mais pas que dans [3], la
commutativite´ du U dans le the´ore`me 2.1 escamotant une partie de l’argument).
Commentons l’hypothe`se “non distale” : dans le the´ore`me 2.1 cette hypothe`se est
naturelle : en effet si elle est omise et que l’action de A sur Vi est distale, alors siKi est
non archime´dien, alors G n’est pas compactement engendre´ ; si Ki est archime´dien, il
y a une discussion un peu plus complique´e mais ce qui se passe est en tout cas bien
compris. En revanche, dans le cadre du the´ore`me 2.4, l’hypothe`se de non distalite´ est
restrictive, et de meˆme, l’hypothe`se A+i ∩ A
+
j 6= ∅ pour tous i, j l’est e´galement, car
contrairement au the´ore`me 2.1, la re´ciproque est fausse. Le premier exemple e´tudie´
en ce sens est le groupe d’Abels, conside´re´ dans [4], dont nous pre´sentons quelques
re´sultats ci-dessous.
Si R est un anneau commutatif et d ≥ 2, on de´finit le groupe Ad(R) comme
l’ensemble des matrices inversibles triangulaires supe´rieures a` coefficients dans R,
dont les coefficients (1, 1) et (d, d) sont e´gaux a` 1. Par exemple,
A4(R) =




1 u12 u13 u14
0 s22 u23 u24
0 0 s33 u34
0 0 0 1

 : uij ∈ R, sii ∈ R×


Le groupe A3 a en fait e´te´ introduit par P. Hall, et Abels a plus tard conside´re´
Ad pour d ≥ 4 [Ab79], e´tablissant le fait remarquable et alors inattendu est que
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Ad(Z[1/p]) est de pre´sentation finie si (et seulement si) d ≥ 4 (il est de type fini si et
seulement si d ≥ 3).
The´ore`me 2.5. [4] Pour tout corps localement compact non discret K et d ≥ 4, le
groupe Ad(K) a une fonction de Dehn quadratique.
Le the´ore`me 2.4 ne s’applique pas, car le centre de Ad(K), constitue´ des matrices
de la forme e1d(λ) pour λ ∈ K, est inclus dans le sous-groupe de´rive´.
Dans [4] on en tire diverses applications parfois surprenantes, notamment
Corolaire 2.6. Il existe un groupe polycyclique dont tout coˆne asymptotique a un
groupe fondamental abe´lien non trivial.
En effet parmi les exemples pre´ce´demment connus parmi les groupes polycycliques,
ou bien le groupe fondamental de tout coˆne asymptotique est trivial, ou bien le
groupe fondamental de tout coˆne asymptotique contient un groupe libre de rang
non de´nombrable.
Passons maintenant aux re´sultats plus difficiles de [5]. On va se restreindre tout de
suite a` des groupes de la forme G = U⋊A, ou` U est un produit de groupes unipotents
sur divers corps localement compacts non discrets de caracte´ristique ze´ro, et A est
abe´lien. Cette hypothe`se permet de se concentrer sur le fond du proble`me ; dans le cas
d’un groupe alge´brique p-adique, on peut s’y ramener en passant a` un sous-groupe
cocompact ; dans le cas d’un groupe de Lie re´el connexe, on peut s’y ramener, mais de
manie`re plus complexe, et avec un couˆt polynomial sur la fonction de Dehn [5, Chap.
3]. Le groupe U posse`de un de´vissage A-e´quivariant en des sous-quotients Ui abe´liens,
de manie`re que chaque Ui est un espace vectoriel non nul sur un corps localement
compact non discret Ki de caracte´ristique ze´ro, de manie`re que l’action de A sur
Ui soit monomodulaire (mais pas force´ment non distale). Pour g ∈ A, on note αi(g)
le logarithme du module commun des valeurs propres de A sur Ui. Ainsi αi est un
morphisme continu de A dans R (nul si et seulement si l’action sur Ui est distale). Les
αi sont appele´s poids de G (par abus, puisque cela de´pend a priori de la de´composition
G = U⋊A, quoique de fac¸on non essentielle) ; ils vivent dans l’espace vectoriel re´el de
dimension finie Hom(A,R) (qui lui-meˆme est inclus dans Hom(G,R), ce dernier ne
de´pendant pas des choix). Les αi tels que Ki est non-archime´dien sont appele´s poids
non-archime´diens. Les poids de G/[U,U ] sont appele´s poids principaux. On supposera
que 0 n’est pas un poids principal ; sous cette hypothe`se on dira que G est re´soluble
standard. A` nouveau, ce n’est pas une restriction essentielle et on peut s’y ramener.
Sous ces hypothe`ses, l’ensemble des poids et des poids principaux, vu comme sous-
ensemble de Hom(G,R), ne de´pend pas de la de´composition en produit semi-direct.
La donne´e des poids gouverne de manie`re essentielle la ge´ome´trie du groupeG. Notons
que le semi-groupe additif engendre´ par les poids principaux contient tous les poids.
Par exemple, la condition que 0 n’est pas dans l’enveloppe convexe des poids (ou
de manie`re e´quivalente, des poids principaux), est tre`s naturelle. Elle a e´te´ conside´re´e
dans le contexte des groupes de Lie par Azencott-Wilson et Varopoulos ; dans le
contexte des groupes p-adiques par Abels. Si cette condition est ve´rifie´e pour un
groupe re´soluble standard, on dit que G est mode´re´ (en anglais : tame).
Exemple 2.7. Pour tout d ≥ 0, dans SLd(R), le groupe des matrices triangulaires
supe´rieures est re´soluble standard mode´re´. Par exempl
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est mode´re´. En revanche, le groupe SOL ne l’est pas ; les groupes d’Abels Ad(R) non
plus pour d ≥ 3.
L’hypothe`se du the´ore`me 2.4 s’exprime simplement en termes de poids. Pour cela
introduisons la terminologie : on dit que G est fortement 2-mode´re´ si 0 n’est dans
l’enveloppe convexe d’aucune paire de poids, et 2-mode´re´ si 0 n’est dans l’enveloppe
convexe d’aucune paire de poids principaux. Remarquons que
mode´re´⇒ fortement 2-mode´re´ ⇒ 2-mode´re´
L’hypothe`se du the´ore`me 2.4 est simplement que G est fortement 2-mode´re´. Comme
on a indique´ pre´ce´demment, cette hypothe`se est restrictive, ainsi pour d ≥ 4 le groupe
d’Abels Ad(R) est 2-mode´re´ mais pas fortement 2-mode´re´ : en effet, par exemple on
peut dessiner les poids du groupe d’Abels A4(R), qui vivent dans un plan, comme
ceci :
23
13 24
14
12 34
Ici les poids principaux sont indique´s en gras, les autres sont non principaux et le 14
souligne´ indique qu’il s’agit du poids nul.
Il de´coule des re´sultats d’Abels que si G/G◦ n’est pas 2-mode´re´, alors G n’est pas
compactement pre´sente´. La preuve se rame`ne essentiellement a` utiliser une version
localement compacte du the´ore`me de scindage de Bieri-Strebel [BS78].
Dans [5], on de´montre
The´ore`me 2.8. Si G (re´soluble standard) n’est pas 2-mode´re´, sa fonction de Dehn
est au moins exponentielle.
Ici on n’exclut pas la possibilite´ que G soit non compactement pre´sente´, auquel
cas on convient de de´finir sa fonction de Dehn comme la fonction identiquement e´gale
a` +∞.
Il existe une autre condition importante, provenant des extensions centrales. On
conside`re l’alge`bre de Lie u de U (qui est une alge`bre de Lie sur le produit de
corps localement compacts qu’il faut). Elle admet une graduation naturelle dans
Hom(G,R), dicte´e par les poids. L’homologie de u est e´galement gradue´e (toujours
dans Hom(G,R)). Sa composante en degre´ ze´ro est intimement relie´e aux extensions
centrales de G comme groupe topologique.
Abels observe que si H2(u/u
◦)0 6= 0, alors G n’est pas compactement pre´sente´.
La raison est que cette condition entraˆıne, a` peu de choses pre`s, l’existence d’une
extension centrale compactement engendre´e, dans laquelle le noyau central n’est pas
compactement engendre´. Un argument similaire [5, Chap. 7] de´montre que siH2(u)0 6=
0, alors G a une fonction de Dehn au moins exponentielle.
Les re´sultats ne´gatifs pre´ce´demment de´crits ne sont pas tre`s difficiles ; le travail
d’Abels pour la pre´sentation compacte puis de Tessera et moi pour la fonction de
Dehn, est de montrer que lorsque ces obstructions (non 2-mode´ration ou existence
de 2-homologie) ne s’appliquent pas, alors les choses se passent bien. Le principal
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the´ore`me d’Abels est ainsi celui-ci : si G/G0 est 2-mode´re´ et H2(u/u
◦)0 = 0, alors G
est compactement pre´sente´.
Nos re´sultats pre´cisent ces re´sultats au niveau de la fonction de Dehn.
The´ore`me 2.9. Soit G un groupe standard re´soluble comme ci-dessus.
1. Si G/G0 est 2-mode´re´ et H2(u/u
◦)0 = 0 alors G a une fonction de Dehn au plus
exponentielle ;
2. Si G est 2-mode´re´ et H2(u)0 = 0 alors G a une fonction de Dehn borne´e cubi-
quement.
Ici le principal re´sultat est (2). Ici (1) combine 2 ingre´dients :
• le fait d’appliquer (2) a` G/G◦ (dont on n’utilise que la majoration exponentielle,
mais qui n’est pas imme´diate ni ne de´coule des travaux d’Abels),
• et le fait que U◦⋊A a une fonction de Dehn au plus exponentielle. Ceci de´coule
du fait (plus ge´ne´ral) que la fonction de Dehn d’un groupe de Lie connexe arbi-
traire est au plus exponentielle, re´sultat affirme´ par Gromov avec une esquisse
de preuve.
Il reste a` discuter (2). Sa preuve consiste dans un premier temps a` rede´montrer
le the´ore`me d’Abels (la pre´sentation compacte), mais en utilisant une “pre´sentation”
qui soit “utile” pour la suite. Pour cela, on suit les pas suivants, que l’on comparera
ensuite a` la de´marche d’Abels (voir [5, §4.H]).
(a) On conside`re les sous-groupes mode´re´s maximauxGi = Ui⋊A deG. Ici, les Ui sont
des sous-groupes de U faciles a` de´terminer ; ils sont en nombre fini. On conside`re
l’amalgame des Gˆ des Gi le long de leurs intersections ; ainsi Gˆ = Uˆ ⋊ A, ou` Uˆ
est l’amalgame des Ui le long de leurs intersections. Ce groupe a un morphisme
canonique surjectif vers G.
(b) Sous l’hypothe`se que G est 2-mode´re´, on montre que l’extension Uˆ → U est
centrale.
(c) En utilisant de plus l’hypothe`se que H2(u)0 = 0, on de´crit des ge´ne´rateurs pour
le noyau de Gˆ→ G, qu’on appelle “relations de soudage”.
Comparons la de´marche a` celle d’Abels : (a) est exactement son approche ; a`
ceci pre`s qu’il travaille dans un cadre p-adique. Abels ne de´montre pas (b) et de-
mande explicitement si c’est vrai. Il de´montre toute fois le re´sultat analogue en termes
d’alge`bres de Lie, et au niveau des groupes de´montre que Uˆ est nilpotent ((s + 1)-
nilpotent si U est s-nilpotent). Nous utilisons ces deux re´sultats partiels dans notre
preuve que Uˆ → U est une extension centrale.
En tant qu’amalgame de groupes compactement pre´sente´s au dessus de sous-
groupes compactement engendre´s, le groupe Gˆ a une pre´sentation borne´e au dessus
d’un syste`me de ge´ne´rateur compact. Ainsi si Gˆ → G est un isomorphisme, G est
compactement pre´sente´, et notre argument est dans ce cas le meˆme que celui d’Abels.
Toutefois ce n’est pas toujours le cas. La de´marche restante diffe`re drastiquement :
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Abels (qui travaille avec G totalement discontinu) conside`re un “amalgame” de Gˆ
et d’un sous-groupe compact ouvert au dessus de leurs intersections et montre, en
utilisant que H2(u)0 = 0, que l’amalgame obtenu est G.
Cette dernie`re approche n’est pas assez alge´brique pour qu’on puisse l’exploiter
pour estimer la fonction de Dehn. On explicite, a` la place, des ge´ne´rateurs pour le
noyau de Uˆ → U . Ces ge´ne´rateurs ont une forme simple dans le contexte de l’alge`bre
de Lie : l’alge`bre de Lie uˆ de Uˆ (qui a bien un sens car on de´montre que Uˆ est
un groupe nilpotent uniquement divisible) est une alge`bre de Lie sur les rationnels ;
le noyau (central) de uˆ → u est engendre´ comme groupe par les e´lements la forme
[λx, y]−[x, λy] ou` x, y parcourent les e´le´ments de poids non nuls oppose´s et λ parcourt
les scalaires. La formule de Baker-Campbell-Hausdorff inverse permet de traduire ces
termes a` l’aide des e´le´ments des Gi et de la loi de groupe uniquement. Les formules
obtenues sont assez indigestes mais sont des formules “closes”, ne de´pendant que de la
classe de nilpotence ; ainsi les e´le´ments du noyau sont de longueur borne´e par rapport
au syste`me ge´ne´rateur et le groupe G est compactement pre´sente´.
Maintenant pour expliquer comment on en de´duit une estimation de la fonction
de Dehn, on fait la de´marche qui pre´ce`de en “changeant d’alge`bre”. Pour simplifier
l’exposition de l’esquisse qui suit (voir [5, §4.K] pour un argument rigoureux), on va
supposer que tous les corps Ki sont e´gaux a` un meˆme K. On peut e´crire U = U(K),
ou` U est un groupe alge´brique unipotent de´fini sur K. Le point est de faire l’approche
qui pre´ce`de simultane´ment pour toutes les K-alge`bres commutatives R : on de´finit
ainsi l’amalgame Û(R) des Ui(R). On pose G(R) = U(R)⋊ A et Ĝ(R) = Û(R) ⋊ A.
Alors tout ce qui pre´ce`de reste vrai : si G est 2-mode´re´ alors le noyau Z(R) de
Û(R) → U(R) est central, et si de plus H2(u)0 = 0, alors ce noyau est engendre´ par
les “relations de soudure” (parame´tre´es par un produit convenable des Ui(R), ou` les
Ui et la parame´trisation ne de´pendent pas de R).
Ce re´sultat de pre´sentation, uniforme sur toutes les alge`bres, s’applique lorsque
R est l’alge`bre Kpol des suites d’e´le´ments de K croissant au plus polynomialement :
si on a une suite de lacets combinatoires dans G de longueur croissant line´airement,
on doit commencer par l’interpre´ter comme un seul lacet combinatoire dans G(Kpol).
Ceci n’est pas possible pour une suite de lacets combinatoires arbitraire, mais est
faisable pour une suite de lacets combinatoires (un) de la forme un =
∏M
j=1 γjsjγ
−1
j ,
ou` M ne de´pend pas de n, les γi sont des mots dans A (de taille au plus line´aire)
et les si sont des ge´ne´rateurs dans
⋃
Ui. L’astuce de Gromov permet en effet de se
ramener a` des mots de cette forme.
Une fois (un) interpre´te´ comme un lacet combinatoire dans G(K
pol), celui-ci
est conse´quence des relateurs : cela permet de le de´composer comme un produit
de conjugue´s de relateurs a` coefficients dans Kpol. Cela de´crit chaque un comme
un produit borne´ de conjugue´s de relations spe´ciales, a` savoir d’une part les rela-
tions a` l’inte´rieur des sous-groupes mode´re´s (qui ont une aire au plus quadratique),
d’autre part les relations de soudage. Un calcul explicite, e´galement base´ sur certains
pre´liminaires alge´briques, de´montre que l’aire des relations de soudage est au plus
cubique.
Pour conclure, il suffit de choisir pour un une relation, parmi celles de forme
spe´cifie´e par l’astuce de Gromov, d’aire maximale parmi les relations de taille au plus
n. On obtient ainsi que l’aire de un, c’est-a`-dire la fonction de Dehn δ(n), est au plus
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cubique !
Terminons par mentionner quelques proble`mes. L’un est que nous ne savons pas
si la majoration asymptotique cubique est parfois optimale. Cela pourrait de´pendre
d’invariants fins de l’alge`bre de Lie gradue´e u.
Un autre proble`me serait d’appliquer des me´thodes similaires en vue de l’esti-
mation de la fonction de Dehn de groupes de Lie nilpotents : rappelons que cette
dernie`re n’est estime´e pre´cise´ment que dans des cas tre`s particuliers. Par exemple, si
U est l’unipotent maximal du groupe des isome´tries du plan hyperbolique octonio-
nique (ce dernier e´tant localement isomorphe au groupe de Lie exceptionnel F4(−20)),
U est 2-nilpotent (Z(U) = [U,U ] e´tant de dimension 7 et U/[U,U ] de dimension 8),
la fonction de Dehn n’est pas connue : elle est au plus cubique comme pour tout
groupe 2-nilpotent, et strictement plus grande que quadratique par un re´sultat de
Wenger [Wen11].
Chapitre 3
Groupes localement compacts
hyperboliques moyennables
Ce chapitre est une synthe`se des articles suivants :
• [6] (avec R. Tessera) Contracting automorphisms and Lp-cohomology in degree
one. Ark. Mat., 30 pages (2011),
• [7] (avec P-E. Caprace, N. Monod, R. Tessera) Amenable hyperbolic groups. 40
pages, soumis.
• [8] On the commability and quasi-isometry classification of focal groups. 24
pages, soumis.
Le point de de´part de ces travaux est une esquisse par Pierre Pansu en re´ponse a`
une question que je lui ai pose´ (nov. 2005), d’une caracte´risation, parmi les groupes
de Lie connexe, de ceux qui sont Gromov-hyperboliques. La re´ponse e´tant, en terme
vagues : “essentiellement” les seuls sont ceux qui admettent une me´trique rieman-
nienne invariante a` courbure sectionnelle strictement ne´gative. Ces derniers ont e´te´ ca-
racte´rise´s par Heintze : en dimension≤ 2, ce sont ceux qui admettent une de´composition
en produit semi-direct U⋊R, l’action deR sur le groupe nilpotent simplement connexe
U e´tant contractante. Appelons ces derniers groupes de Heintze (en y adjoignant R
et le groupe trivial). Le lemme 1.3 (ou une variante idoine) permet de ramener au
proble`me pre´cis suivant : montrer que tout groupe triangulable non de Heintze n’est
pas Gromov-hyperbolique.
Mon approche e´tait la suivante : on sait que pour un groupe localement compact
Gromov-hyperbolique, les coˆnes asymptotiques sont des arbres re´els (et en particulier
sont simplement connexes, et de dimension topologique 1) et la fonction de Dehn croˆıt
line´airement. Or si G est un groupe de Lie triangulable et E son radical exponentiel,
alors
• soit dim(G/E) ≥ 2 et alors les coˆnes aysmptotiques de dimension ≥ 2 par le
re´sultat principal de [1] ;
• soit dim(G/E) = 1, et alors soit G est de Heintze, soit ses coˆnes asymptotiques
sont non simplement connexes et sa fonction de Dehn croˆıt exponentiellement.
Avec Romain Tessera, nous avons montre´ ces deux re´sultats, mais seul le second
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a e´te´ re´dige´ pour l’instant [5, Section 8], et ce poste´rieurement a` l’approche par
la cohomologie Lp de´crite ci-apre`s.
L’approche de Pierre Pansu, comple´te´e par Tessera, est diffe´rente, et donne un
point de vue comple´mentaire.
• Le premier point e´tait de ve´rifier que pour un groupe localement compact
Gromov-hyperbolique G, on a H1,p(G) 6= 0 si p est assez grand. Ici H1,p(G)
est la cohomologie Lp re´duite en degre´ 1, que l’on convient ici de de´finir comme
la cohomologie re´duite de la repre´sentation re´gulie`re droite de G dans Lp(G),
G e´tant muni d’une mesure de Haar a` gauche. Ce re´sultat e´tait connu pour G
discret et le cas ge´ne´ral, ve´rifie´ par Tessera [Tes09, Theorem 9.2], est base´ sur
la meˆme me´thode.
• Le second point est de montrer que si G est un groupe de Lie triangulable et
n’est pas de Heintze, alors sa cohomologie re´duite en degre´ 1 H1,p(G) s’annule
pour tout 1 ≤ p <∞. On distingue deux cas :
– G n’est pas unimodulaire. Alors cette annulation est un re´sultat de Pansu
(datant de 1995, mais publie´ en 2007 [Pan07] avec en vue cette application
a` la non-hyperbolicite´.)
– G est unimodulaire. Alors cette annulation est le re´sultat principal de Tes-
sera [Tes09].
Le travail de [6] est le suivant : d’une part, il donne un e´nonce´ pre´cis caracte´risant
les groupes de Lie connexes Gromov-hyperboliques (pas force´ment triangulables),
l’e´nonce´ (provisoire) de [Tes09] e´tant le fait d’eˆtre quasi-isome´trique a` un groupe de
Heintze.
The´ore`me 3.1 (Cornulier-Tessera [6]). Un groupe de Lie connexe G est Gromov-
hyperbolique non e´le´mentaire si et seulement si l’une (et une seule !) des deux condi-
tions suivantes est ve´rifie´e :
• G est isomorphe a` un produit semi-direct N ⋊ (K ×R) ou` N est un groupe de
Lie simplement connexe nilpotent, K est un groupe de Lie compact connexe, et
l’action des e´le´ments positifs de R sur N est contractante ;
• le quotient de G par son sous-groupe compact distingue´ maximal est un groupe
de Lie connexe simple adjoint de rang 1.
L’autre part du travail dans [6] est de reprouver les re´sultats d’annulation et
de non-annulation de cohomologie Lp en degre´ 1 de Pansu [Pan07] en utilisant la
repre´sentation re´gulie`re droite, permettant de les e´tendre en dehors du contexte des
groupes de Lie. La de´finition utilise´e par Pansu invoque l’espace des fonctions Lp
dont le gradient (au sens des distributions) est Lp. La repre´sentation re´gulie`re droite
permet de de´finir H1,p(G) comme ceci : (G est muni d’une mesure de Haar a` gauche,
1 ≤ p <∞ est fixe´ et ρ est la repre´sentation re´gulie`re droite : ρ(g)f(h) = f(hg)) : on
de´finit Dp(G) comme l’ensemble des fonctions f ∈ L1loc(G) telles que g 7→ f − ρ(g)f
est une fonction continue de G dans Lp(G). C’est un espace vectoriel topologique, ou`
fi tend vers 0 si fi−ρ(g)fi tend vers 0 dans L
p, uniforme´ment en g sur les compacts ;
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le quotient de Dp(G) par la fermeture de Lp(G) est par de´finition la cohomologie
re´duite de la repre´sentation re´gulie`re droite ; on de´finit ici H1,p(G) de cette manie`re,
l’e´quivalence avec la de´finition utilise par Pansu e´tant e´tablie dans [Tes09, §5] (bien
que n’e´tant pas utilise´e dans les applications ci-dessus).
Le re´sultat d’annulation dans le cas non-unimodulaire non-Heintze est ainsi e´tendu,
avec une preuve unifiant les cas re´els et p-adiques, dans [6, Theorem 2.16]. Insistons
ici plutoˆt sur le cas Heintze et son extension dans un cadre plus ge´ne´ral, car ils ont
des applications plus percutantes a` la classification quasi-isome´trique.
De´finition 3.2. Un automorphisme α d’un groupe localement compact N est une
compaction s’il existe une partie compacte Ω ⊂ G qui est α-aspirante, au sens ou` pour
toute partie compacte K ⊂ G, il existe un entier n ≥ 0 tel que α(K ∪Ω) ⊂ Ω. Si, de
plus, tout voisinage de 1 dans G est α-aspirant, on dit que α est un automorphisme
contractant.
Remarque 3.3. Les automorphismes contractants sont tre`s e´tudie´s et bien compris.
Bien que beaucoup moins e´tudie´s, les automorphismes compactants e´taient pre´ce´-
demment connus sous le nom d’automorphisme contractant modulo un sous-groupe
compact, et sont appele´s contractants dans (et uniquement dans) [6]. La terminologie
“compactants” est due a` [7].
Dans [6, Appendix A], on e´tend au cas compactant un re´sultat de de´composition
directe (connexe / totalement discontinu) des contractions, a` l’aide duquel on de´montre
le the´ore`me suivant (duˆ a` Pansu pour un groupe de Lie connexe).
The´ore`me 3.4 ([6, Theorem 7]). Soit G = N⋊Z (ou N⋊R) un produit semi-direct,
l’action des e´le´ments positifs de Z ou R sur N e´tant compactante. Alors il existe un
nombre re´el (explicite) p0(G) tel que pour tout p ∈ [1,∞[, on a H
(1,p)(G) 6= 0 si et
seulement si p > p0(G).
Le nombre p0(G) s’explicite comme ceci : d’abord si G0 (la composante connexe
de l’unite´) est compact on prend p0 = 0 (ce cas est facile, laissons-le donc de coˆte´).
Sinon, soit t ∈ G un e´le´ment strictement ne´gatif du sous-groupe Z ou R (selon le cas),
soit λ > 1 la plus petite valeur propre de l’action de Z sur l’alge`bre de Lie de G0/W
(W e´tant son plus gros sous-groupe compact distingue´), et soit δ ≥ λ la multiplication
du volume de t dans G0. Alors p0(G) = log(δ)/ log(λ) ≥ 1 ne de´pend pas du choix de
t et satisfait le the´ore`me pre´ce´dent.
Dans le cas ou` N est un groupe de Lie connexe, δ est un produit de valeur propres
et c’est de cette manie`re que le re´sultat est e´nonce´ par Pansu. Ici, δ = δcδtd ou` δc
est la contribution de la partie connexe (un produit de valeurs propres), et δtd est un
entier ≥ 1, contribution de la partie totalement discontinue.
Une motivation pour un e´nonce´ sous l’hypothe`se du the´ore`me 3.4 est le the´ore`me
suivant, qui n’e´tait alors, dans toute sa ge´ne´ralite´, qu’une conjecture (a` Tessera et
moi-meˆme).
The´ore`me 3.5 ([7]). Un groupe localement compact moyennable est Gromov-hyper-
bolique non e´le´mentaire si et seulement s’il est isomorphe a` un TAC (tore d’application
d’une compaction), au sens ou` il admet une de´composition en produit semi-direct G =
N ⋊Z ou N ⋊R, l’action des e´le´ments positifs de Z ou R sur N e´tant compactante.
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L’implication que nous ne savions pas prouver en e´crivant [6] est l’existence
d’une telle de´composition, pour un groupe Gromov-hyperbolique moyennable non
e´le´mentaire. Il s’agit dans un premier temps de mettre la main sur un morphisme
vers R ou Z. Il est tentant de conside´rer la fonction modulaire, mais nous sommes
arrive´s au bout en conside´rant plutoˆt le quasi-caracte`re de Busemann, relativement
a` un point fixe sur le bord du groupe (ce point fixe existe, car sinon un argument
simple de ping-pong duˆ a` Gromov [Gro87] permettrait de construire un sous-groupe
discret libre non abe´lien dans G, niant la moyennabilite´).
Pour l’autre implication, une preuve directe se trouve dans [7] : elle a l’avantage
d’eˆtre purement me´trique et de n’utiliser aucun the´ore`me de structure sur les groupes
localement compacts et donc de s’e´tendre a` un cadre plus ge´ne´ral (bien qu’a` cette
heure on n’ait pas encore se´rieusement explore´ cette direction). Une autre preuve,
plus e´labore´e, se trouve e´galement dans [7], mais fournit une conclusion plus forte.
The´ore`me 3.6. Soit G un TAC (tore d’application de compaction, au sens du the´o-
re`me 3.5) admet une action continue isome´trique, propre et cocompacte sur un espace
CAT(-1) propre X, dit espace “millefeuille”.
Pour expliquer ce qu’est un espace millefeuille, commenc¸ons par deux cas parti-
culiers de´ge´ne´re´s :
• si N est connexe (ou plus ge´ne´ralement π0(N) est compact), alors X est une
varie´te´ riemannienne (comple`te simplement connexe) a` courbure sectionnelle
strictement ne´gative.
• si N0 est compact, alors X est un arbre (G se voit en effet alors comme extension
HNN ascendante d’un groupe compact, dont on prend l’arbre de Bass-Serre).
Un millefeuille, en ge´ne´ral, est un me´lange de ces deux cas : on conside`re une varie´te´
riemannienne X a` courbure sectionnelle strictement ne´gative (simplement connexe
et comple`te), et une fonction de Busemann b. On conside`re d’autre part l’arbre Tk
re´gulier de valence k + 1, muni d’une fonction de Busemann b′. Alors Xb[k] est par
de´finition de´fini comme
Xb[k] = {(x, y) ∈ X × Tk | b(x) = b
′(y)};
il est muni d’une me´trique de longueur de sorte que pour toute ge´ode´sique D de Tk en
restriction de qui b′ est bijective, la projection (bijective) de la “feuille” Xb[k]∩(X×D)
sur X soit une isome´trie. Ainsi, Xb[k] est un recollement ite´re´ de ces feuilles en des
parties convexes ferme´es isome´triques ; si X est CAT(−κ) avec −κ < 0 alors Xb[k]
aussi. Remarquons que topologiquement, b s’identifie a` une projection Rd → R et
il en de´coule que Xb[k] est home´omorphe a` R
d−1 × Tk (ici Tk est identifie´ a` son
1-squelette).
En outre, si X admet un groupe cocompact d’isome´tries pre´servant la classe de
b modulo addition de fonctions constantes, alors Xb[k] aussi. On obtient ainsi une
classe d’espaces me´triques propres a` courbure strictement ne´gative ayant un groupe
d’isome´tries cocompact. Les millefeuille purs sont ceux qui ne sont pas de´ge´ne´re´s (i.e.
re´duit a` une varie´te´ ou a` un arbre), ou, de fac¸on e´quivalente, satisfaisant k ≥ 2 et
dim(X) ≥ 2.
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Les espaces millefeuilles ont e´te´ introduits dans [7] ; leur de´finition ressemble forte-
ment a` l’espace ≪ arbolique ≫(treebolic) {(x, y) ∈ X ×Tk | b(x)+ b
′(y) = 0} conside´re´
par exemple dans [BSSW11] qui ont la meˆme topologie, mais le changement de signe
modifie drastiquement la ge´ome´trie, puisqu’on recolle des comple´mentaires d’horo-
boules (non convexes) au lieu d’horoboules et ces espaces “arboliques” ne sont essen-
tiellement jamais Gromov-hyperboliques.
Le papier [8] s’inte´resse a` la classification des TAC (appele´s “groupes focaux” dans
[8]) a` quasi-isome´trie pre`s.
Si on a un TAC de la forme G = N ⋊ Z ou G = N ⋊R, on dit qu’il est de type
connexe (resp. totalement discontinu) si N/N0 est compact (resp. si N0 est compact.)
Sinon, on dit que G est de type mixte (notons qu’un TAC de la forme N ⋊ R est
force´ment de type connexe).
Tous les TAC de type totalement discontinu admettent une action ge´ome´trique
(c’est-a`-dire continue, isome´trique, propre et cocompacte) sur un arbre re´gulier de
degre´ ≥ 3, et sont donc quasi-isome´triques entre eux.
La classification a` quasi-isome´trie pre`s des TAC de type connexe se rame`ne a`
la conjecture classique suivante : si deux groupes de Lie triangulables de la forme
N ⋊ R (R agissant sur N par contractions) sont quasi-isome´triques, alors ils sont
isomorphes. De nombreux re´sultats partiels sont connus, de´coulant notamment des
travaux de Pansu (voir le survol [9]). La the`se d’Hamensta¨dt (1989) affirme re´soudre
positivement cette conjecture, mais la preuve y est errone´e.
Dans le cas mixte un point pas imme´diatement e´vident est de de´gager la bonne
conjecture. Un premier invariant est le suivant si G est un TAC de type mixte :
on conside`re la fonction modulaire du groupe G/G0 ; son image est le sous-groupe
cyclique de Q∗ engendre´ par un certain nombre entier sG. Ce nombre n’est pas un
invariant QI : en effet si G = N ⋊σ Z et Gk est son sous-groupe d’indice fini N ⋊σk Z
(d’indice k), alors sGk = s
k
G. On de´finit alors qG comme le nombre entier ≥ 2 minimal
dont sG est une puissance entie`re. On a le the´ore`me re´cent de Dymarz :
The´ore`me 3.7 (Dymarz). Pour un TAC G de type mixte, le nombre entier qG ≥ 2
est un invariant de quasi-isome´trie.
Le nombre qG apparaˆıt comme le “pendant totalement discontinu” de G. Le “pen-
dant connexe” apparaˆıt comme le groupe G/G#, ou` G# est le plus gros sous-groupe
distingue´ localement elliptique de G (localement elliptique voulant dire re´union crois-
sante d’une suite de sous-groupes compacts). De manie`re inte´ressante, il existe un
invariant nume´rique qui compare les taux de compaction dans les deux parties.
De´finition 3.8. Soit G un TAC de type mixte. On conside`re les fonctions modulaires
de G/G0 et G/G# ; elles induisent par composition des morphismes ∆# et ∆0 de G
vers R∗+. En notant au pre´alable que Hom(G,R) est de dimension 1, soit ̟G l’unique
nombre re´el tel que log∆# = ̟G log∆0.
The´ore`me 3.9 ([8]). ̟G est un invariant de quasi-isome´trie de G.
Ce the´ore`me utilise le the´ore`me 3.4 dans sa preuve.
La conjecture est alors : deux TAC de type mixtes G,H sont quasi-isome´triques
si et seulement s’ils satisfont :
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• qG = qH ;
• ̟G = ̟H ;
• les TAC de type mixte G/G# et H/H# sont quasi-isome´triques.
Cette conjecture rame`ne le proble`me de quasi-isome´trie au type connexe. Elle est
tre`s fortement motive´e par le fait qu’en fait, si la conjecture de´crite plus haut pour les
groupes triangulables est exacte, alors la conjecture dans le type mixte est vraie. Ceci
est e´tabli dans [8] en utilisant le the´ore`me de Dymarz et le the´ore`me 3.9. Notons qu’il
ne s’agit pas uniquement de spe´culations conjecturales, car dans les cas particuliers
ou` les conjectures sont e´tablies dans les cas de type connexe, il en de´coule directement
un re´sultat concernant les groupes de type mixte.
Chapitre 4
Travaux autour de la proprie´te´
T de Kazhdan et la proprie´te´ de
Haagerup
Cette the´matique s’inscrit dans le prolongement de ma the`se. Celle-ci e´tait centre´e
autour d’une e´tude de la proprie´te´ T relative, notamment dans des re´seaux de groupes
de Lie connexes et analogues p-adiques, typiquement non semi-simples. Les deux
principales publications qui en ont alors re´sulte´ sont [10, 11]. Je de´cris ci-dessous
uniquement les travaux poste´rieurs a` ma the`se.
4.1 Proprie´te´ T relative
Les deux principaux travaux que j’ai publie´ depuis dans ces sujets sont inde´pendants.
Le premier prolonge une note courte du chapitre 7 de ma the`se, un crite`re pour la
proprie´te´ T relative dont je ne savais pas prouver la re´ciproque. Rappelons, si G est un
groupe localement compact et N un sous-groupe distingue´, que (G,N) a la proprie´te´
T relative si dans le dual unitaire de G, il existe un voisinage de la repre´sentation
triviale constitue´ de repre´sentations factorisant par G/N . Quand N = G, cela revient
a` reque´rir que la repre´sentation triviale est isole´e, et il s’agit de la proprie´te´ T telle
qu’introduite par Kazhdan [Kaz67]. L’exemple prototypique est la proprie´te´ T relative
pour (Γ ⋉ Rn,Rn) si Γ est un sous-groupe Zariski-dense de SLn(R) pour n ≥ 3.
Burger a observe´ qu’elle re´sulte de la non-existence de probabilite´ invariante sur
l’espace projectif de Rn pour l’action duale de Γ. Une condition suffisante (mais pas
ne´cessaire, y compris dans le cas scinde´) pour la proprie´te´ T relative pour (G,A), A
e´tant un sous-groupe abe´lien distingue´ ferme´ de G a e´te´ donne´e par Shalom [Sha99] :
la non-existence d’une moyenne invariante sur les bore´liens de Aˆr {0}.
Le re´sultat principal de [12] est le suivant :
The´ore`me 4.1. Soit G = H ⋉ A un groupe localement compact σ-compact avec A
abe´lien. E´quivalences :
(i) (G,A) n’a pas la proprie´te´ T relative ;
(ii) il existe une moyenne m de´nombrablement approximable sur les bore´liens de Aˆ
telle que m({0}) = 0 et m(V ) = 1 pour tout voisinage V de 0 dans Aˆ.
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(iii) il existe une suite ge´ne´ralise´e (µi) de probabilite´s sur les bore´liens de Aˆ ve´rifiant
les trois conditions suivantes
• µi tend vers δ0 (convergence faible-* dans Cc(Aˆ)
∗)) ;
• µi({0}) = 0 pour tout i ;
• pour tout h ∈ H on a limi ‖h ·µi−µi‖ = 0, et ce uniforme´ment en h sur les
compacts de G (autrement dit, µi est asymptotiquement invariante pour la
topologie de la norme).
Ici, une moyenne est dite de´nombrablement approximable si elle est dans l’adhe´rence
d’un ensemble de´nombrable de probabilite´s bore´liennes. Il est utile d’avoir en teˆte qu’a`
l’instar des ultrafiltres, les moyennes sont des objets e´sote´riques dont l’existence n’est
que the´orique et permet des e´nonce´s courts. De fait, la ≪ vraie ≫ caracte´risation de
(i) est (iii). L’e´quivalence entre (ii) et (iii), dont la donne´e est uniquement un groupe
abe´lien localement compact A muni d’une action d’un groupe H, utilise toutefois des
arguments astucieux (mais standards) d’analyse fonctionnelle.
L’implication (i)⇒(iii) est donne´e par le meˆme argument que ses anceˆtres, et
la principale contribution ici est surtout d’avoir de´gage´ le bon e´nonce´. L’implica-
tion re´ellement nouvelle est (iii)⇒(i) ; elle a e´te´ prouve´e inde´pendamment et simul-
tane´ment par Ioana [Ioa10], qui s’est toutefois e´pargne´ de significatives difficulte´s
techniques en se cantonnant au cas discret.
L’article [12] donne e´galement des caracte´risations analogues the´oriques, sous les
meˆmes hypothe`ses, de la proprie´te´ T relative pour (A⋊H,X) quand X est une partie
quelconque A ; elles montrent en particulier que celle-ci ne de´pend que de l’image du
morphismeH → Aut(A) et non de son injectivite´ ou de la topologie deH. Toutefois, il
est encore un proble`me ouvert que d’expliciter ces conditions dans des cas explicites
telles qu’un produit en couronne permutationnel B(Y ) ⋊ Γ (B groupe de type fini
abe´lien, Γ groupe discret, Y Γ-ensemble).
4.2 Proprie´te´ de Haagerup des produits en couronne
Un groupe de´nombrableG a la proprie´te´ de Haagerup s’il admet une action isome´trique
me´triquement propre sur un espace de Hilbert. Il a la proprie´te´ PW (plus forte) s’il
admet une action combinatoire (donc isome´trique) me´triquement propre sur un com-
plexe cubique CAT(0).
La proprie´te´ PW peut eˆtre caracte´rise´e comme ceci : une murage sur G est la
donne´e d’une famille G-e´quivariante de “murs”, a` savoir des parties (Dx)x∈X de G
indexe´es par un G-ensemble X, tel que Dgx = gDx pour tout (g, x) ∈ G × X, et
tel que pour tout g, h, l’ensemble des x tel que {g, h} rencontre a` la fois Dx et son
comple´mentaire, soit fini. Son cardinal d(g, h) est appele´ la distance de murs entre
g et h ; c’est une distance invariante a` gauche. Le groupe G a la proprie´te´ PW s’il
admet un murage de´finissant une distance propre.
Ce concept a une histoire complique´e et a e´te´ de´gage´ sous des points de vues
diffe´rents et des motivations, et souvent (a` tort !) conside´re´ comme moins inte´ressant
que la proprie´te´ de Haagerup (elle-meˆme longtemps a` l’ombre de la proprie´te´ T). Une
illustration typique est le re´sultat principal de [BJS88], qui est pre´sente´ comme le
CHAPITRE 4. PROPRIE´TE´S DE KAZHDAN ET HAAGERUP 27
fait qu’aucun groupe de Coxeter (infini de´nombrable) n’a la proprie´te´ T de Kazhdan,
quand en fait la preuve consiste a` montrer la proprie´te´ PW.
Rappelons que le produit en couronne (standard) W = H ≀G est le produit semi-
direct H(G) ⋊ G, ou` le groupe G agit par de´calage sur le produit direct restreint
H(G) =
⊕
g∈GH. Une remarque triviale mais importante est que si H et G sont de
type fini, alors W aussi. Du point de vue de la the´orie ge´ome´trique des groupes, les
cas de´ge´ne´re´s sont celui ou` H = 1 (si bien que W = G) et celui ou` G est fini (car
alors W admet HG comme sous-groupe d’indice fini). De ce point de vue, le plus
“petit” exemple non trivial est (Z/2Z) ≀Z, appele´ groupe de l’allumeur de re´verbe`res
(lamplighter group) sur Z.
La question de de´terminer si la proprie´te´ de Haagerup est stable par produits en
couronne e´tait de´ja` dans l’air quand j’e´tais en the`se. Le cas connu e´tait pre´cise´ment
celui ou` G est moyennable, car alors H(G) e´tant un sous-groupe co-moyennable de G
avec la proprie´te´ de Haagerup, W he´rite de la proprie´te´ de Haagerup. Les autres cas
e´taient ouverts, le cas prototypique e´tant (Z/2Z)⋊ F2 (ou` F2 est le groupe libre).
Inde´pendamment, il avait e´te´ e´tabli qu’un produit en couronne (non de´ge´ne´re´ au
sens ou` H 6= 1, G est infini) n’a jamais la proprie´te´ T de Kazhdan, et plus pre´cise´ment
que la fonction λg 7→ #Supp(λ) est conditionnellement de type ne´gatif (λ ∈ HG,
g ∈ G). Cela veut dire qu’il existe une action isome´trique de W sur un espace de
Hilbert (en fait, sur un complexe cubique CAT(0)) propre en restriction a` tout sous-
ensemble de H(G) sur qui la fonction cardinal du support est propre. Cependant,
cette action est borne´e en restriction a` tout sous-ensemble infini de H(G) constitue´
de fonctions dont le support est de cardinal borne´, et, typiquement dans le cas ou`
H = Z/2Z, cela rendait la question coriace ; en outre, certains re´sultats analogues de
moyennabilite´ faible ont pousse´ a` douter de la proprie´te´ de Haagerup pour (Z/2Z) ≀G
pour G non moyennable (voir la discussion dans [13]).
The´ore`me 4.2 ([13, 14]). La proprie´te´ de Haagerup et la proprie´te´ PW sont stables
par produit en couronne.
Pour le cas de la proprie´te´ PW, l’argument est entie`rement e´crit dans [13] dans le
cas ou` H est fini et le cas ge´ne´ral s’en de´duit par un argument banal, voir [15]. Le tra-
vail consiste surtout a` exhiber la bonne famille de murs e´quivariants, les ve´rifications
a posteriori sont simples.
Dans le cas de la proprie´te´ de Haagerup [14], il faut travailler avec des familles
mesure´es de murs (ce qui formellement se rame`ne a` conside´rer des mesures de Radon
invariantes sur l’espace localement compact 2Γr{∅,Γ} quand Γ est un groupe discret
(qui peut eˆtre H, G ou W , quoique H joue un roˆle mineur). Une partie du travail
dans [14] consiste, d’autre part, a` adapter la preuve a` certains autre types de produits
“permutationnels”. Par exemple on montre avec les meˆmes arguments :
The´ore`me 4.3 ([14]). Soit Γ un groupe et conside´rons une structure de graphe de
Coxeter sur Γ, invariante a` gauche, et soit C le groupe de Coxeter correspondant, sur
qui Γ agit naturellement en permutant les ge´ne´rateurs canoniques. Si Γ a la proprie´te´
PW ou de Haagerup, alors le ≪ produit en couronne de Coxeter ≫(wreathed Coxeter
group) W ′ = C ⋊ Γ a e´galement cette proprie´te´.
Notons les deux cas particuliers : si le graphe de Coxeter n’a que des areˆtes
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e´tiquete´es par 2, alors W ′ = (Z/2Z) ≀ Γ (produit en couronne standard). Si le graphe
de Coxeter n’a que des areˆtes e´tiquete´es par∞, alorsW ′ = (Z/2Z)∗Γ (produit libre).
Comme e´voque´ a` la fin du §4.1, la question de de´terminer quels produits en cou-
ronne permutationnels B ≀Y Γ ont la proprie´te´ de Haagerup est largement ouverte, y
compris dans le cas ou` B est un groupe a` deux e´le´ments et Γ est un groupe libre.
Chapitre 5
Topologie de Chabauty
Le terme “topologie de Chabauty” de´signe plusieurs concepts apparente´s. Chabauty
a introduit une topologie, compacte, sur l’ensemble des sous-groupes ferme´s de Rd,
qui est une compactification naturelle de l’ensemble des re´seaux. La de´finition s’e´tend
en fait a` l’ensemble F(X) des ferme´s d’un espace topologique localement compact
quelconque X. Cette topologie, compacte, est caracte´rise´e par le fait que limFi = F
si et seulement si, en notant V(x) l’ensemble des voisinages de x ∈ X{
∀x ∈ F, ∃V ∈ V(x), ∃i0 ∀i ≥ i0, Fi ∩ V 6= ∅;
∀x /∈ F, ∃V ∈ V(x), ∃i′0 ∀i ≥ i
′
0, Fi ∩ V = ∅.
Si G est un groupe localement compact, l’ensemble S(G) des sous-groupes ferme´s
(respectivement l’ensemble N (G) de ses sous-groupes distingue´s ferme´s) de G est
ferme´ dans F(G) et est ainsi muni d’une topologie compacte naturelle.
Dans le cas ou` X est discret, la topologie sur F(X) = 2X n’est autre que la
topologie produit. Bien qu’il serait probablement plus adapte´ de l’attribuer a` Cantor
ou Tychonoff, l’usage est cependant de l’appeler e´galement topologie de Chabauty.
Une de´couverte de Grigorchuk [Gri84] est que la topologie de Chabauty sur l’en-
semble des sous-groupes distingue´s d’un groupe libre Fn sur n ge´ne´rateurs peut s’in-
terpre´ter comme espace Gn des groupes marque´s (en interpre´tant le point N comme
le groupe F/N marque´ par le n-uplet image des ge´ne´rateurs canoniques). Cela permet
de de´finir, au couˆt de ce marquage, une topologie agre´able sur l’espace des groupes de
type fini. Une tentative dans ce sens avait e´te´ effectue´e par Gromov peu avant [Gro81],
mais correspond plutoˆt au quotient de cet espace par la relation d’isomorphisme de
groupes (non marque´s), qui n’est pas un espace se´pare´ et n’est donc pas le bon objet.
Une manie`re de re´partir mes travaux sur ce sujet est la suivante :
* Groupes marque´s :
– [18] (avec L. Guyot et W. Pitsch) On the isolated points in the space of
groups. J. Algebra, 24 pages (2007) ;
– [17] A sofic group away from amenable groups. Math. Ann., 7 pages (2011) ;
– [21] On the Cantor-Bendixson rank of metabelian groups. Ann. Inst. Fou-
rier, 20 pages (2011).
– [19] (avec R. Bieri, L. Guyot et R. Strebel) Infinite presentability of groups
and condensation (a` paraˆıtre au Journal de l’IMJ).
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* Espace de sous-groupes, ide´aux, sous-modules :
– [20] The space of finitely generated rings. 10 pages (2009).
– [22](avec L. Guyot et W. Pitsch) The space of subgroups of an abelian
group. J. London Math. Soc., 30 pages (2010).
– [23]On the Chabauty space of locally compact abelian groups, Algebr. Geom.
Topol., 29 pages (2011).
Le point de de´part est l’article [18], e´crit quand j’e´tais en the`se mais non inclus
dans celle-ci. Il contient l’observation ine´dite [18, lemme 1.3(3)] que la topologie (et
l’ordre) local autour d’un groupe marque´ dans Gn ne de´pend que de la structure
du groupe sous-jacent. En particulier, toute proprie´te´ topologique locale en un point
(eˆtre isole´, posse´der un voisinage de´nombrable. . .) est une proprie´te´ intrinse`que d’un
groupe de type fini. L’article [18] contient diverses caracte´risations et proprie´te´s des
groupes isole´s, ainsi que de nombreux exemples (les seuls observe´s jusqu’alors e´taient,
a` peu de choses pre`s, les groupes finis et les groupes de pre´sentation finie simples) ;
il de´montre e´galement le fait surprenant que l’ensemble des points isole´s n’est pas
dense.
Le court article [17] construit un groupe sofique isole´ non moyennable. La me´thode
n’introduit pas de nouvelle me´thode de soficite´, le groupe obtenu e´tant (localement
re´siduellement fini)-par-moyennable et la soficite´ de tels groupes e´taient bien connue,
cependant cela re´pondait a` une question pose´e par plusieurs auteurs depuis une di-
zaine d’anne´es [AlGG01, Pe08, Th10], a` savoir trouver un groupe sofique non li-
mite de groupes moyennables. Le groupe est en fait quotient d’un groupe line´aire
par un sous-groupe distingue´ abe´lien ; ceci est un ingre´dient utile pour cuisiner des
(contre-)exemples surprenants en the´orie des groupes, de´ja` utilise´ par Abels dans
[Ab79] et convenablement recycle´ dans ma the`se [16], ainsi que dans [19, 4].
L’article [20] e´tait initialement conc¸u comme pre´liminaire a` [21] ; outre alle´ger, le
de´tacher m’a permis d’e´crire mon premier article sans le mot ≪ groupe≫ ! Il s’agit dans
[20] de conside´rer l’espace des anneaux commutatifs marque´s a` n ge´ne´rateurs et de
conside´rer sa topologie, et plus pre´cise´ment de de´crire la topologie au voisinage d’un
anneau commutatif de type fini quelconque. Plus ge´ne´ralement, il de´crit la topologie
de l’espace des sous-modules d’un module de type fini sur un tel anneau.
Ce re´sultat peut eˆtre inte´ressant en soi ; je l’ai conside´re´ en e´tant initialement
motive´ par le fait que si on a un groupe me´tabe´lien de type fini G, et siM est un sous-
groupe abe´lien distingue´ tel que G/M est abe´lien, alors les sous-groupes distingue´s
de G inclus dans M sont pre´cise´ment les sous-modules de M (qu’on voit comme
module sur l’anneau —commutatif de type fini— engendre´ par G/M). Ceci permet
notamment de montrer [21] que l’espace des groupes marque´s a` d ≥ 2 ge´ne´rateurs
contient des ouverts ferme´s de´nombrables de rang de Cantor-Bendixson α pour tout
α < ωω.
L’article [19] s’inte´resse a` divers renforcements de la proprie´te´ d’eˆtre de pre´sen-
tation infinie, pour un groupe de type fini. Ces renforcements sont notamment (S
de´signe une partie ge´ne´ratrice finie) :
(1) l’existence d’une pre´sentation infinie minimale 〈S | rn, n ≥ 0〉, ou` rn n’est, pour
aucun n, conse´quence des rm pour m 6= n ;
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(2) l’existence d’une pre´sentation infinie inde´pendante 〈S | Rn, n ≥ 0〉, ou` Rn est un
ensemble (e´ventuellement infini) de relateurs, qui n’est pour aucun n conse´quence
de
⋃
m6=nRm ;
(3) eˆtre de condensation extrinse`que, au sens ou` pour tout groupe de pre´sentation
finie H et sous-groupe distingue´ N de H tel que G est isomorphe a` G/N , l’en-
semble des sous-groupes distingue´s de H inclus dans N est non de´nombrable
(cela signifie que comme groupe marque´, G est un point de condensation parmi
les groupes au-dessus de G, c’est-a`-dire ayant G comme quotient marque´) ;
(4) eˆtre de pre´sentation infinie.
Chacune de ces proprie´te´s implique la suivante et des contre-exemples a` chacune
des implications sont donne´s dans [19] ; ceci re´pond de plusieurs manie`res a` la question
initiale, pose´e par Grigorchuk a` Luc Guyot, qui e´tait de savoir si (4) implique (1).
L’autre principal re´sultat de [19] est le suivant :
The´ore`me 5.1. Tout groupe me´tabe´lien de type fini et de pre´sentation infinie est de
condensation extrinse`que. En particulier, il est de condensation.
Ici, eˆtre de condensation signifie que tout voisinage dans l’espace des groupes
marque´s est non de´nombrable. Re´ciproquement, pour un groupe me´tabe´lien de pre´sen-
tation finie, il existe un voisinage de´nombrable, le calcul de son rang de Cantor-
Bendixson est effectue´ dans [21].
Les papiers [22, 23] sont moins directement motive´s par l’e´tude de l’espace des
groupes marque´s. Le premier [22] de´crit pre´cise´ment la topologie de l’espace des
groupes d’un groupe de´nombrable discret quelconque. Le second donne des re´sultats
moins pre´cis mais dans le cadre plus complique´ des groupes abe´liens localement com-
pacts, ou` les espaces obtenus ne sont pas ne´cessairement totalement discontinus :
calcul de la dimension topologique, caracte´risation de la connexite´, etc.
Plus pre´cise´ment : dans [22], on conside`re la topologie de l’espace S(A) des sous-
groupes d’un groupe abe´lien discret quelconque A. Il est toujours compact et to-
talement discontinu. Si A est non de´nombrable, c’est un espace parfait. Si A est
de´nombrable, on caracte´rise sa topologie, et plus pre´cise´ment e´tant donne´ un sous-
groupe B de A, on de´crit la topologie de S(A) au voisinage de B.
Ces espaces sont relativement petits, en terme d’analyse de Cantor-Bendixson.
Si A n’est pas minimax (un groupe abe´lien est dit minimax s’il est isomorphe a` un
sous-quotient de Z[1/k]n pour des entiers k ≥ 1, n ≥ 0), l’espace S(A) est parfait, et
est donc un espace de Cantor si A est de´nombrable. Le cas inte´ressant est donc celui
ou` A est minimax. Le rang de Cantor-Bendixson est toujours fini (en contraste avec
les exemples de [20, 21]), et S(A) a une topologie parmi les suivantes :
The´ore`me 5.2. Soit A un groupe abe´lien discret minimax. Alors S(A) est home´o-
morphe a` l’un des espaces suivants (de´finis ci-dessous) :
• Dn × [m] pour un certain n ∈ N, m ∈ N∗ ;
• Dn ×W .
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Ce the´ore`me est extrait des the´ore`mes C et D de [22], qui sont plus pre´cis. Ici [m]
est un ensemble fini discret a` m e´le´ments ; D est l’union d’une suite convergente et de
sa limite, et W est l’“espace de Cantor poussie´reux” : c’est un espace me´trisable com-
pact totalement discontinu, re´union d’un ferme´ home´omorphe a` un espace de Cantor
et d’une partie ouverte, discre`te, de´nombrable et dense ; ces proprie´te´s caracte´risent
W a` home´omorphisme pre`s (c’est un cas particulier de [22, Proposition 1.3.2]).
Dans [23] je me suis inte´resse´ a` la topologie de l’espace S(G) quand G est un
groupe abe´lien localement compact. Contrairement au cas ou` G est discret, cet es-
pace n’est pas force´ment totalement discontinu. Par exemple, S(Rn) admet l’ensemble
des re´seaux de Rn comme ouvert dense, qui est une varie´te´ topologique de dimension
n2. On voit aise´ment que S(R) est home´omorphe a` un segment ; Hubbard et Pou-
rezza ont montre´ le re´sultat surprenant que S(R2) est home´omorphe a` une sphe`re de
dimension 4. On peut ve´rifier que le point Zn−1 × {0} de S(Rn) posse`de un voisi-
nage home´omorphe au produit de Rn
2−n et du coˆne sur le tore de dimension n − 1.
Il s’ensuit que pour n ≥ 3, l’espace S(Rn) n’est pas une varie´te´ topologique. Kloe-
ckner montre cependant qu’il admet une stratification de Goresky-MacPherson ; une
conse´quence notable est que cet espace est localement contractile.
Si G est un groupe abe´lien localement compact, soit G∨ = Hom(G,R/Z) son
dual de Pontryagin. En outre, il existe un unique entier r = r(G) ∈ N tel que G est
isomorphe a` un produit Rk × H et H posse`de un sous-groupe compact ouvert. Un
e´chantillon des re´sultats obtenus dans [23] est le suivant :
The´ore`me 5.3 ([23]). Soit G un groupe abe´lien localement compact.
1. L’application “orthogonal” S(G)→ S(G∨) est un home´omorphisme.
2. La dimension topologique de S(G) est e´gale a` dim(G) dim(G∨), ou` 0 · ∞ =
∞ · 0 = 0. En particulier, S(G) est totalement discontinu si et seulement si G
est elliptique (i.e. re´union croissante de sous-groupe compacts) ou totalement
discontinu.
3. Si r(G) ≥ 1, alors S(G) est connexe.
4. Si r(G) = 0, alors les composantes connexes de S(G) sont toutes home´omorphes
a` des groupes compacts ; le nombre de composantes connexes de S(G) est infini
a` moins que G ne soit fini.
Ici (1) a e´te´ affirme´ par Protasov [Pr79], mais sa preuve est seulement une re´duction
au cas non trivial de G = Rn.
Annexe A
Quelques proble`mes ouverts
1. Soit K un corps localement compact non discret de caracte´ristique non nulle.
Soit G un K-groupe alge´brique affine absolument simple de type adjoint, de
K-rang supe´rieur ou e´gal a` 2, et soit G = G(K). Soit Gˆ le groupe des automor-
phismes du groupe topologique G ; il contient le groupe G comme sous-groupe
ferme´ cocompact distingue´. On dira qu’un re´seau Γ de Gˆ est standard si Γ ∩G
est un re´seau dans G. Est-ce que Gˆ posse`de des re´seaux non standards ?
si oui, peuvent-ils eˆtre classifie´s ? Les re´seaux standards sont classifie´s, a` com-
mensurabilite´ pre`s, par le the´ore`me d’arithme´ticite´ ; en particulier, dans certains
cas G n’admet aucun re´seau cocompact, mais on ne sait pas si Gˆ en admet.
2. On sait que le groupe de K-the´orie K2(Z) est cyclique d’ordre 2. Soit
ωZ l’ul-
traproduit de Z par rapport a` un ultrafiltre non principal ω sur les entiers.
L’injection e´vidente K2(Z)→ K2(
ωZ) est-elle un isomorphisme ?
3. (cf. la fin du chapitre 2) On sait que la fonction de Dehn d’un groupe de Lie
simplement connexe 2-nilpotent est entre quadratique et cubique. Peut-on la
de´terminer (en fonction de proprie´te´s alge´briques de l’alge`bre de Lie) ? en parti-
culier, peut-on de´terminer quand elle est quadratique, respectivement cubique ?
4. (cf. la fin du chapitre 4) Soit F un groupe libre de type fini, H un sous-groupe.
Soit C un groupe cyclique non trivial. Quand-est ce que le produit en couronne
C ≀F/H F a la proprie´te´ de Haagerup ? (La re´ponse de´pend de H, mais proba-
blement pas de C. Lorsque H est distingue´, la re´ponse est oui si et seulement
si F/H a la proprie´te´ de Haagerup, par [14, CI11].)
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